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R&urn6 - On exploite une mkthode analytique [l] baste sur la technique de skparation des variables pour 
ksoudre le problime de la conduction thermique variable dans un mur composite $ propridtis 
thermophysiques constantes; chaque valeur propre est la meme pour toutes les tranches du mur. On ttudie le 
cas d’un four i fonctionnement intermittent avec deux types de mur de mime rksistance thermique globale et 
de capacitts thermiques tres pe.u diffkrentes. L’un des murs est entitrement en fibres ckamiques. On 
considire pour chaque mur I’influence de I’arrangement des tranches, entre la face chaude et la froide, sur les 
flux de chaleur qui traversent ces faces. On constate que le mur entitrement en fibres n’est pas le plus efficace 

sous l’angle des &onomies d’tnergie. 
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NOMENCLATURE 

diffusivitk thermique; 
coefficients de d&eloppements sur une 
base de fonctions propres; 
chaleur massique de la tranche i; 
epaisseur de la tranche i; 

energie ; 
energie entrant par la face 1 entre les 
instants t, et t; 
conductances surfaciques sur les faces 
extrkmes ; 
conductance globale du mur ; 
energie sortant par la face n entre les 
instants t, et t; 
solution stationnaire; 
energie stockCe entre les instants t, et t ; 
temps ; 
instant initial; 
instant origine de la stquence p; 
tempbrature nominale, tempbrature de 
veille ; 
tempkrature au point xi de la tranche i, d 
l’instant t ; 
tempkratures loin des faces extrzmes; 
abscisse ; 
fonction propre; 
,f& = (a;/a;)“21j/e;H’; 
AT= TN - TV; 
densit de flux ; 
densitC de flux en rCgime stationnaire; 
densit& de flux du problime d con- 
ditions aux limites homogt+nes; 
fonction Cchelon de Heaviside ; 
facteur d’alternance (ou d’intermit- 
tence) ; 
lettre designant un mur lourd; 
coefficient du produit, limit6 $ i, des 
matrices caractkristiques des tranches ; 
conductivitC thermique; 

lettre dtsignant un mur 1Cger; 
valeur propre; 
coefficient du produit, limit6 i i, des 
matrices caractkristiques des tranches; 
masse volumique de la tranche i; 

tempkrature rCduite Bi = TJAT ; 
tempkrature rlduite loin de la face 
interne ; 
tempkrature rtduite solution d’un pro- 
blZme homogkne ; 
solution &lCmentaire d’un probEme 
homogine ; 
coefficient du produit, limit6 B i, des 
matrices caracteristiques des tranches; 
coefficient du produit, limit6 i i, des 
matrices caractkristiques des tranches; 
grandeur dimensionnie i l’exception 
des tempkratures T; 
grandeur restreinte d la slquence p; 
indice relatif g une tranche; 
indice relatif i une valeur propre. 

1. INTRODUCTION 

L’OBTENTION de parois possCdant de bonnes qualit& 
d’isolation thermique conduit B la r&alisation de parois 
composites dont les couches ClCmentaires ont prCf&en- 
tiellement des proprittts soit de rCsistance mtcanique 
g l’kcrasement, soit de rCsistance d la conduction de la 
chaleur. La nCcessitC accrue d’tconomie d’Cnergie 
exige 1’Ctude dCtaill6e des performances thermiques en 
rtgime de conduction variable, dans les conditions 
d’emploi. 

Les mdthodes purement numiriques (par diff&ences 
ou par ClCments finis) se p&tent i la r&solution des 
problBmes de rCgime variable en tenant Cventuelle- 
ment compte des variations des paramktres thermo- 
physiques en fonction de la tempkrature. Mais elles 
sont lourdes B mettre en oeuvre dans un petit bureau 
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FIG. 1. SchCma du mur composite 

d’ltudes. La mlthode analytique pksentle en [l], 
limit&e au cas des propriltks constantes, n’est pas du 
tout plnalisle par un grand nombre de tranches et elle 
s’accommode tr6s bien de dkveloppements 

numkriques. 

Cette mkthode analytique est appliquie ici $ l’ltude 
d’une paroi composite de four i fonctionnement 

discontinu, du type four de traitement thermique. 

2. METHODE ANALYTIQUE D’ETUDE 
DES REGIMES VARIABLES 

2.1. Presentation du probkme yPnkra/ 
Soit un mur compose de n tranches contigiies (Fig. 

1). Chaque tranche i d’kpaisseur ei posdde ses propres 
constantes thermophysiques (masse volumique pi, 
conductivite &, chaleur massique cl); on dksigne par ai 
la diffusivitl thermique de cette tranche. On suppose 
ici l’absence de rksistance de contact aux interfaces. Les 

conductances surfaciques des faces extrimes sont 

respectivement hi (face 1) et h: (face n). Enfin, la 
tempkrature du mur B I’instant initial /; est telle que 
7-,(x;, 1;) = T!(x;). 

2.2. Rappels sur la r&thode [l] 
Soit les changements de variables : 

xi = (a;/af)“2(xf/e;); t = a; f/e;’ 

ei = (a;/ai)“2(ei/e;); t, = a; t;/ei2. 

Soit le changement de fonction : 

Bi(xi,t) = T,(x,,t)/AT; 0, 1 = T, l/AT 

oti AT est un &cart de templrature de rifkence qui sera 
p&is& ulttrieurement (Section 3.1). 

L’Cquation indkfinie de la chaleur dans la tranche i 
s’krit alors : 

c30, 820. 
-=_-’ 

a I ?.Y? 
I>t,; O<xi<ei; i=l,n. (1) 

Soit la densitl de flux rkduite ‘pi dkfinie par: 

avec 

[ji = (u’Jai)’ ‘;.Je; H’. 

Dans cette expression H’ reprlsente la conductance 

globale du mur en rkgime stationnaire : 

H’ = h; h;,‘[h; + h:, + h; /I:, c (e;/;J]. (2) 

Les conditions de continuitk aux interfaces s’kcri- 

vent alors : 

Oi(O, t) = Bi_ l(ei_ 1, t); 

cpi(O,t) = q3_l,t(ei_l,t), i = 2,n. (3) 

Les conditions aux limites extrgmes deviennent : 

cp,(O,t) + h,[Q,UJU - Q, J = 0; 

q&n. t) - h,U,(e,.t) = 0 (4) 

oti h, = hi/H’, h, = h;JH’. 
Enfin, la condition initiale s’krit : 

8,.(.x1, t,) = l$(.Xi). (5) 

L’introduction de la fonction 

Oi(Xi, t) = Bi(Xi, t) - Si(Xi) 

oti si(xi) est la solution du problZme stationnaire 

associe’ permet de se ramener ri un problkme avec 
conditions aux limites homogtkes : 

@,(O, t) + h, O,(O, t) = 0: 

@“(en, t) - h,@,(e,, t) = 0 

oti I’on a posC 

cq= -/$! 
(Xi 

La solution kllmentaire dans la tranche i s’exprime 

alors par : 

Oik(Xi, t) = e-‘:‘(& cos(pkxi) + B, sin(/l,xi)) 

@iktXi9 t, = PkPie- pir Ai, sin(pkxi) - Bi, cos(/c,. ( y 1) i 

Les conditions de compatibilitl aux interfaces 

impliquent : 

avec 

et la vlrification des conditions aux limites entraine 
ntcessairement : 

h,(L, - h,r?nk) = ink - \I, xnk. (8) 

Les solutions de cette lquation sont les valeurs 

propres pk du problkme. 
La solution 



Analyse thermique d’un mur composite 

Oi(Xi, t) = g Oik(Xi, t) 
k=l 

(9) 

vkrifie alors I’Cquation (l), les conditions de continuitk 
(2) et les conditions aux limites (3). 

2.3. V&$ication de la condition initiale 
On peut encore, compte tenu de (2), (3), (5) et (6), 

lcrire la solution lllmentaire sous la forme: 

Oik(Xi,t) = Alke-“‘I 

I 

Yi_l,kCOS(/ikXi) 

sin(pkxi). 
- zi-l.kp 

pkbi 1 
expression dans laquelle on a: 

posons : 

Yi_ 1.k = <i-1.k - hlqi-l,k; 

Zi_ 1.k = ii-1.k - hlXi-l.k 

sin(pkXi) 
‘i. ktxi) = yi - 1, k cos(pixi) - zi - 1, k ~ 

pkbi 

On peut montrer que: 

i$, Bi Jl Xi, k(Xi)Xil(Xi)dxi = 0 

si k # 1. 
Cette propriCtC d’orthogonalitk permet, par dtve- 

loppement de la condition initiale: 

@(Xi) = @(Xi) - S(Xi) 

sur la base propre correspondante, de calculer les 
coefficients A,, : 

A 

It 

= i$l Pi [: @(Xi)Xi. k(Xi)dXi 

f: pi Se’ X:k(xi)dxi ’ 
i=l 0 

(10) 

La solution du problkme (1) associk aux conditions 

(2), (3), (4) est alors dCterminCe. 

3. APPLICATION A L’ETUDE DE REGIMES On vCrifie que l’e’cart entre les solutions station- 

DISCONTINUS naires de rang p - 1 et p s’tkrit : 

3.1. Definition du rigime consid& 
On se propose d’Ctudier le comportement thermique 

d’un ensemble composite soumis du cbtk de la face xl 

= 0 d une variation discontinue par crkneaux de la 
tempkrature T, 1 alors que, de l’autre c6tC, T,, reste 
nulle dans le temps. Les conductances hi et II; sont 
invariables. La Fig. 2 illustre l’alternance apkriodique 

de T, 1 entre T,w (valeur nominale) et TV (valeur de 
veille) : 

#-‘(xi) - #(Xi) = (- l)p-’ 
[! 

z + $ :il (ej/Bj) 

1J 1 I 

p pair correspondant i une reprise de marche 
nominale. 

Les nouveaux coefficients .4Pk seront alors dlfinis 

par la somme: 

A:, = AiPk + (- l)p- ’ A,, 

T,, = T,v - (TV - Tv)Y(t - $,+d; t, < t < $,+2 

oti Y(t) est la fonction Echelon de Heaviside. L’Bcart 
AT fixant l’khelle des tempkratures rkduites sera pris 
Cgal ri AT = T,v - T,. 

oti I’expression des A,, indlpendants du rang de la 
solution est donnke en annexe. Quant aux Ai; iis 
constituent les coefficients du diveloppement de 
Or-‘(x,, tJ sur la base propre et done: 

Og- ‘(xi, tp) = A;P,Xi, k(~i). 

3.2. Calm1 de la solution de rang p 
Supposons la solution du probltme de conduction 

connue jusqu’a l’instant t,. La condition initiale de la 

Comme par ailleurs 

@$- ‘(xi, tp) = A:; 1 e-“~‘pXi, k(.xi), 

_-- 

I 
-L 

tp tp+1 $I+2 t 

FIG. 2. Alternance aplriodique de la templrature loin de la 
face 1. 

nouvelle skquence est alors 

Of(X, tp) = Of- '(Xi, tp) + Sf- '(Xi). 

Les conditions aux limites extrkmes du problkme, 

WO, t) et &%h t), (fp < t < tp+, ), 

ne sont plus les mimes que celles du probEme 
antkrieur (tp- 1 < t < tp), mais les conditions aux limi- 
tes du probkme homogke tel que: 

O{(O, t) = @(O, t) - sf(0); 

@,P(e,, t) = &Xe,, t) - sl(e.1 

n’ont pas changC (h, et h, ne varient pas). Les valeurs 
propres pk resteront done identiques quel que soit le 
rang de la solution. 

Pour dkfinir entikrement la templrature, il suffira 

done de calculer les nouveaux coefficients APk en 
utilisant la condition initiale : 

@(Xi) = of- ‘(Xi, fp) + sy ‘(Xi) - .f(.q). 
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on a simplement 

La solution de rang p sera done construite par 
recurrence et, en fin de compte, on obtiendra : 

Of(Xi, t) = 0; (Xi, t ) 

expression valide tant que tp < t avec 

t: _, < tj V 1 <,j < p. 

I1 reste a definir le regime initial Of(x,,t). Dans le 
cas pratique considere ici, il correspond a une remise 

en route, a temperature nominale, T,V apres un arret 
d’une duree telle que les parois aient pu se refroidir 

totalement a T, n d’od : 

@(xi,t) = -(l + 0,) i A,Xi,k(xi)e-‘:‘. (12) 
kc* 

Toutes ces expressions se pretent aisement au calcul 

automatique. 

3.3. C&u1 des inergies mises en jeu 
11 est interessant d’etudier I’evolution des energies 

thermiques mises en jeu au tours d’une sequence entre 
les instants t, et t; on definit ainsi: 

(i) l’energie entrant par la face x1 = 0 

(ii) I’energie sortant par la face x, = e, et irremediable- 

ment perdue 

(iii) l’energie stockee 

S fp, f = J%& - P,/. 

La grandeur Etp,, est algebrique et elle peut done 

etre negative pendant certaines epoques. Du point de 

vue de l’utilisateur, si E, ,, 
energie fournie a la paroiP 

est positive elle est une 

En faisant apparaitre les temperatures des faces 
extremes on a, par exemple: 

cpP(O, t) = -h, OP(0, t) - h,[$(O) - 0,. ,] 

Soit 

cp’;(O, t) = -h, @?(O, r) + 4% 

cpf, represente le flux traversant le mur pour le regime 
stationnaire associe a la sequence p (tP < t < t,, r). 

Par ailleurs, compte tenu de (9) et de la dependance 
exponentielle vis-a-vis du temps des expressions (11) 
et (12) on montre aisement que: 

Des lors, on obtient : 

De m&me, 

P 1,. I 

= h, i @iktenT t, --z@ik(,n, tP) 
+ cpfl x (t - $1 

k=l 

Ces expressions conviennent Cgalement au calcul 

automatique. Ici apparait l’avantage de cette methode 

analytique qui ne necessite pas une connaissance 
complete des champs de temperature pour acceder aux 
flux et aux energies. 

4. CAS DUNE ALTERNANCE PERIODIQUE 
DET,, 

4.1. Description 

L’etude qui suit concerne une evolution cyclique de 

T T,l, avec une periode d et un facteur y d’alternance 

(ou d’intermittence); ce dernier est la fraction de 

periode durant laquelle on impose la temperature 
nominale T,. Ainsi, sur la periode, tp < t < t, + 8, la 
variation de T ~ 1 s’exprime par 

T Xl = T,v - (T,,, - T,)Y[t - (tp + yb)]. 

On note par ailleurs que la temperature moyenne de 

T, 1 est, pour cette periode: 

T r1= ;IT,~ + (1 - ‘i)Tv. (13) 

Ce cas simule le fonctionnement d’un four en 

alternance de chauffe et de veille par campagnes de 
postes de travail. Dans la suite, on a pris d = 24 h avec 
une phase nominale de 15 h et une phase de veille egale 
a 9 h, ce qui correspond a 7 = 0,625. 

Initialement, le mur est a la temperature uniforme 

Cgale a T,,, = 0. 
Les formules precedentes ont ete programmees en 

langage Fortran sur un minicalculateur. Le calcul des 
valeurs propres (7) et (8) est realii avec une precision 

relative de 10m6 par la methode de Newton alliee a une 

dichotomie. 

4.2. Types de murs CtudiPs 
On presente ici les resultats relatifs a deux types de 

murs de mt?me rPsistance thermique re’sultante x(ei/i.i) 
= 1,7965 m2 . K/W et possedant trois tranches. L’un 
dedigne par (I) ne comprend qu’une couche fibreuse C 
tandis que I’autre (A) est uniquement compose de 

couches en fibres ceramiques. Les caracteristiques de 
ces murs, deduites des donnees pratiques de catalo- 
gues, sont resumies dans le Tableau 1. 

Les capacites thermiques x(piciei) sont egales a 
147,l et 146,5 kJ/m2 K respectivement pour les murs 
(F) et (A) et elles sont done tres proches. 

La conductance surfacique de la face externe n est 

toujours prise Cgale a hi = 10 W/m2 K ; celle h; de la 
face interne posdde differentes valeurs suivant les cas, 
soit 40 W/m2 K, soit 80 W/m2 K. 

4.3. Disposition traditionnelle 
Les differentes tranches sont, de I’interieur vers 
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Tableau 1 

* Mur (T) * Mur llger (A) 

1667 

A B c A’ B’ C’ 

4 0-d 0,115 0,ll 0,06 0,025 0,075 
2.: (W/m .K) 0,26 0,16 0,09 0,13 0.08 

PI (kg/m’) 500 350 144 128 96 
ai (ml/s) 5,l lo-’ 5,l lo-’ lo--- 10-: lo-’ 

* Dans la disposition usuelle, les tranches C et C’ sont situ&es vers I’extkieur du four. 

0.06 
0.09 
144 

lo-’ 

I’exterieur, dans l’ordre indique dans le Tableau 1. 

(a) Sur la Fig. 3 sent trace’es les Puolutions des 
tempkratures sur les faces interne (a) et externe (b) du 
mur lkger (A) pour deux valeurs-40 W/m* K (courbes 
en traits pleins) et 80 W/m2 K (courbes en pointilk) 
-de la conductance surfacique hi de la face interne. 
Conside’rant la face externe on note que le regime 
ptriodique s’y installe pratiquement au bout de 45 h 
independamment de la valeur de hi ; les temperatures 

reelles oscillent alors entre 25 et 38°C (au-dessus de 

I’ambiante) sans que la variation envisagee (100 %) de 
la conductance hi ait un net effet sur ces extremes (par 

exemple 0,5x sur la temperature maximale). On 
constate que ces temperatures atteignent leurs valeurs 

extremes avec un retard qui, mesure par rapport aux 
instants oi sont imposees les modifications de regime, 

est de 18 h pour la valeur maximale et de 13 h pour la 
valeur minimale. 

tance h’, est plus marque. I1 influence la duke d’etablis- 
sement du regime periodique qui de 45 h environ pour 
h’, = 40 W/m’. K passe a 17 h pour h’, = 80 W/m* K. 

De meme, les dates (rep&es par des fleches) od la face 

atteint, a l:/, pres, la temperature correspondant au 
regime stationnaire, s:“(O), sont grandement influen- 
&es par la variation de conductance h’,. Si l’on mesure 

le retard de ces dates par rapport a l’instant ou la 

temperature nominale est imposee, on trouve 9 h lors 
de la premiere montee de temperature, 6 h pour la 

seconde et 5 h environ pour les suivantes et ceci pour la 
plus petite conductance surfacique (40 W/m* K). Les 
retards homologues deviennent 5 h pour le premier et 

se fixent ensuite a 3 h environ quand hi vaut 
80 W/m2 K. Pour le cas od h’, = 80 W/m* K, cette 

moindre inertie est a considerer avec le fait que la 

temperature stationnaire de la face 1 est plus Clevee: 
795’C au lieu de 789,5 C lorsque hi = 40 W/m2 K. 

Sur la face interne. l’effet de variation de la conduc- L’ivolution des temperatures sur les faces extremes 

c 

t 

>, (e,,t) 

15 

1 

0,5 

0 

t’( heures) 

FIG. 3. Tempkatures riduites sur les faces extre^mes. Mur Eger (A)-A’B’C’. T, = 3OO’C; T,v = 8oo’C; 
hk = 10W/m2~K.-h; = 40W/m2.K;---hi = 80W/m’.K. 
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FIG. 4. Energies mises en jeu, sequence par stquence. Mur ICger (A)-A’B’C’. T, = 300°C: T, = 800°C; 
hi = 40Wim2 .K; 11; = 10W/m2,K. 

Tableau 2. Energies cumultes 

t’ (h) 

15 
24 
48 
72 
87 

E’ (MJ/m’) 
Entrantet Sortante Stockee 

(A) U-1 (A) (F) (A) (r) 

65,7 (51 6732 (5) 6,8 6,7 (5) 5%9 (5) 60.5 
48.3 (5) 49.5 (5) l7,l (5) 17,2 31.2 32,3 (5) 
76.3 (5) 77.5 (5) 44,2 (51 44,3 (5) 32,l 33,2 

103.9 105,l 71.8 71.9 32,l 33.2 
150,o 151.6 87.8 87.9 62,2 63.7 

tCette Cnergie est cumulte algtbriquement comme les autres. L’existence de phase ii tnergie 
entrante ntgative (Fig. 4) fait que le cumul est sans relation avec I’inergie effectivement apportte par le 
systime de chauffage du four. Seul est considlrt le bilan du mur et non celui du four. 

du mur (r) ne prCsente pas de diff&ence sensible avec 

celle du mur entikrement fibreux (A). Rappelons que 
les deux murs ont mime conductance globale. 

(b) L’Puolution des Pnergies sGqurncr pur sGquencr 

est representhe sur /a Fig. 4 (mur kgrr A) pour 

la seule valeur de conductunce h’, = 40 W/m’ K 

Pendant la premiere des slquences de montCe en 
tempkrature (0 < t’ < 15 h) est fournie une Cnergie qui 
est stockle, pour l’essentiel. La perte relativement 
faible en fin de cette phase, atteint 6,80 MJ/m’ pour le 

*I1 existe en fait un ecart entre les deux types de murs mais 
trlts faible puisque de 0,26 y0 en phase de veille (en faveur de 
(A)) et de 0,12% en phase nominale (en faveur de (I-)). 

mur 1Cger (A) et 6,77 MJ/m’ pour (I-); cette derniire 
valeur a pour origine une meilleure aptitude au 
stockage de ce mur. Au tours des phases suivantes 

apparait I’alternance entre les Cnergies stockCes et 

destockles qui deviennent Cgales lorsque le rCgime 
plriodique est Ctabli; le mime type d’alternance se 
produit pour I’Cnergie entrante avec cependant un 
ex&s d’Cnergie, en phase de rlchauffement, qui 

compense la perte supCrieure au tours de cette phase ; 
il y a done dt%Cquilibre pour cette lnergie entre les 
phases de veille et de marche normale. On remarquera 
la quasi-1inCaritC des pertes au tours du temps i partir 
de la date t’ = 15 h, la puissance moyenne perdue en 
rlgime de veille (355,7 W/m*)* Ctant supCrieure B celle 
perdue en rCgime nominal (296,5 W/m’)* d&s que le 
phCnomtine est devenu piriodique. Les &arts d’un 
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E’ 

( M J/,2)1 / 

-30 I I I I I 
0 10 20 30 40 50 60 70 

FIG. 5. Energies mises en jeu, stiquence par skquence. Mur (r). h; = 40 W/m2 K ; h:, = 10 W/m2 . K. 
- Disposition BCA ; --- Disposition ABC. 

type de mur a l’autre restent faibles; l’avantage pour les 
energies fournies revient au mur (A) qui stocke moins. 
Cet avantage, acquis dts la premiere mise en marche, 
est confirmt si on cumule les differentes energies sur 
plusieurs periodes comme le montre le Tableau 2. 

Un doublement de la conductance surfacique h’, 
provoque une augmentation de moins de 1% des 
niveaux d’energie mise en jeu, valeur faible mais 
superieur cependant a l’augmentation relative corres- 
pondante de la conductance global H’ (cf. (2)). 

4.4. Effet de la disposition relative des tranches 
Les materiaux fibreux &ant capables de supporter 

des temperatures elevees, il nous a semblt interessant 
d’examiner l’influence des permutations des tranches 
dans les deux murs. Les six dispositions possibles dans 
chaque mur ont Ctt Ctudiees en conservant les niveaux 
TV = 300°C et T, = 800°C du paragraphe precedent. 

Pour ce qui est des temperatures des faces extrsmes, 
il n’a pas CtC note de phenomene trb spectaculaire : les 
permutations aldrent legerement les amplitudes. Par 
exemple, sur la face externe la temperature maximale 
en regime periodique peut varier de 37 a 38°C (au- 
dessus de I’ambiante); une telle diffkence, bien que tres 
faible, est cependant a l’origine de modifications des 
niveaux d’energie mise en jeu. En effet, sur les energies 
fournies et stocktes peuvent &re notees des variations 
atteignant presque 50% pour les valeurs en fin de 
premiere phase. 

Sur la Fig. 5 sont represent& en traits pointilles les 

energies mises en jeu pour le mur (F) dans la disposi- 
tion ABC du Tableau 1 et en traits pleins apparaissent 
les courbes homologues dans le cas dun mur (F) dont 
les tranches sont disposees dans l’ordre BCA (de 
l’inttrieur vers l’exterieur). Cette dernitre disposition 
est optimale sous l’angle des energies cumulees entran- 
tes et stockees. On note un changement spectaculaire 
non seulement par rapport au mur (l--ABC mais 
aussi par rapport au mur entitrement en fibres cerami- 
ques (A)-A’B’C’ (Fig. 4). Ainsi, dans la premiere 
sequence ne sont plus fournis que 48,66 MJ/m’ (au lieu 
de 67,26MJ/m2 pour T-ABC) et sont perdus 
6,l MJ/m’ (a comparer a 6,77 MJ/m’); le stockage est 
egalement moindre (42,57 MJ/m2 au lieu de 
60,49 MJ/m’). Etant donne que cette premiere phase 
est determinante pour la suite, il est nature1 que ces 
gains se retrouvent sur les energies cumultes. Au bout 
de 87 h ces dernieres se repartissent comme suit: 

Entrante Sortante Stockee 

133 MJ/mZ 86,35 MJ/m’ 46,65 MJ/m2 

Ces valeurs sont a rapprocher de celles figurant a la 
derniere ligne du Tableau 2. 

On notera enfin quecette disposition BCA conduit a 
des energies fournies (energies entrantes positives) tris 
inferieures a celles observees pour les murs (TtABC et 
(A)-A’B’C’ (Fig. 4). Les courbes Pi,, de cette Fig. 5 

deviennent indiscernables pour les deux types de murs 
des que le regime periodique s’etablit. 
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F~ti. 6. Energies cum&es d la date I’ = 87 h. Mur (T)-BCA. 
T,,=800”C;h; =40W/m2~K:h~=10W/mZ~K. 

4.5. Re’gime ptriodique ktabli 

Si I’on s’interesse uniquement au regime periodique 
t;tabli et plus particulierement a la prevision des 

energies mises en jeu sur une ptriode (8 = 24 h), on 
notera qu’il est inutile de developper un calcul en 

instationnaire. En effet, la temperature moyenne sur 

une periode obeit a une equation de regime stationnai- 

re et si les conditions aux limites du probleme sont 
lineaires, comme c’est ici le cas, on pourra aisement 
definir les conditions aux limites moyennes associees. 
Ainsi, pour les cas etudies ou les conductances surfaci- 

ques des faces extremes sont independantes du temps, 
le regime moyen est celui qu’on observerait en mainte- 
nant la temperature loin de la face interne a la 

valeur Tml (12) c’est a dire 612,5”C. I1 sembie que cette 

propriete n’ait pas Cte bien vue, jusqu’a present du 

moins, pour les murs composites. 
On verifie les consequences de ces remarques. 

L’energie moyenne perdue sur un cycle de 24 h est 

Cgale a l’energie entrante (27,54 MJ/m’ pour Vi = 40 
Wjm’“C) et /I; et h: Ctant fixes, est la meme pour 
les deux types de murs independamment de la combi- 
naison entre A,B,C ou A’,B’,C’ (les conductances 
globales Ctant invariables). L’energie moyenne stockee 
sur 24 h est Cvidemment nulle. Pour clore ce paragra- 
phe, notons que la connaissance de ces proprittes 
moyennes ne permet pas de predire le comportement 

du mur sequence par sequence. 

4.6. Infiuence de la tempdrature de veille Cet article est de’die’ri la memoire du professeur E. A. 

Si au tours de la premiere phase de montee en Brun qui avait marque son intire^t pour la Note [ 11 et qui 

temperature (a partir de zero), le bilan Cnergetique souhaitait la publication d’un exemple illustratif 

dune disposition donnee est evidemment independant 
de la temperature de veille, il n’en est pas de mime au 
tours des phases suivantes ou l’influence de I’ecart A7 
entre temperature nominale et temperature de veille se 

combine a I’effet d’inertie thermique du mur. On peut 

alors s’interroger sur I’existence dune temperature 
particuliere permettant d’optimiser les energies. 

On a trace, sur la Fig. 6, les energies cumulees au 

tours des premieres 87 h en fonction de la temperature 
de veille pour la disposition des tranches du paragra- 

phe 4.4, c’est a dire BCA. On constate qu’i cette date la 
correlation est lineaire; l’optimum energetique du mur 
correspond alors a 7, = 0°C. II est peu probable (voir 
note du Tableau 2) que cet optimum coincide avec 

celui du four car le flux sortant par la face interne a peu 
de chance d’etre reutilise; c’est pourquoi, nous plqant 
dans I’hypothese ou I’energie transitant par cette face 

ne peut etre recuperee, nous avons trace la droite (a) 
representant le cumul de I’energie fournie (phases de 
montee a temperature nominale tant que 

T, < 4OO’C). Cette droite a pente negative coupe celle 

correspondant a l’energie entrante en un point d’abs- 
cisse TV = 480°C environ. Cette temperature parti- 
culiere optimise le fonctionnement (simplifie) du four 

pour ce qui est de l’energie fournie et pour la disposi- 
tion etudiee. 

5. CONCLUSIOh 

La methode analytique utilisee conduit au calcul 

aise des temperatures et ~- ce qui est plus utile en 
pratique ~ des flux de chaleur en regime variable, 
quel que soit le nombre des tranches qui composent le 

mur. Comme dans le cas du mur homogene, cette 

methode necessite un nombre de valeurs propres 
d’autant plus eleve que les instants consider& sont 

proches de l’epoque d’un changement de la tempira- 
ture T,,. 11 s’agit en fait d’un inconvenient mineur lie, 
on le sait, aux discontinuitis des conditions aux limites 

inherentes a toute modilisation mathematique de 
regimes transitoires; les methodes purement nume- 
riques rencontrent la mime difficulte qu’elles sur- 

montent par une augmentation du nombre de pas de 

calcul pour les instants courts. 
L’etude a Porte sur deux types de murs composites 

ayant des resistances thermiques globales; elle a 

montre qu’il est possible de determiner une disposition 

optimale des tranches elementaires et aussi des condi- 
tions de fonctionnement qui reduisent les pertes de 

chaleur. En particulier, on constate que les murs 
entierement en fibres ceramiques ne sont pas systema- 
tiquement les plus performants. Ceci doit inviter les 
ingenieurs a reviser une opinion assez repandue selon 
laquelle les murs en fibres ceramiques sont systemati- 
quement meilleurs sous I’angle de l’economie 
d’energie. 

Une telle analyse est facile a mettre en oeuvre dans 
des cas pratiques autres que celui traite ici. 
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ANNEXE 

Expression des Coefficients A, 

On a A, = K,lI, 

avec 

et 

x sin2(p,xi) - 
2Yi_,Zi_, 

pt Bi 
sm(p,xi)cos(pckxi) dxi 

1 

Le calcul des integrales ne presente aucune difficulti 
particuliere. Les expressions obtenues peuvent itre conside- 

rablement simplifiees compte tenu des relations de 
recurrence: 

sin nxei 
*,., = *,-,,,cosp,ei - Zi-l.k, 

Z,,, = Zi-l.kcos~kei + *i-I,k~pBisinwi 
qui permettent de rtsoudre quelques sommations sur I’indice 
i. 

Tous calculs intermediaires faits. on obtient : 

avec 

Y n.k = 5.x - h,%t; Z,,, = i..k - h,%,,; Y,,, = 1 

Soit: 

A,=2- 

THERMAL ANALYSIS FOR A COMPOSITE WALL HAVING ONE SURFACE SUBJECT 
TO A CRENELATED VARIATION OF THE AMBIENT TEMPERATURE 

Abstract ~ An analytical method [I] improves the separation of variables technique to solve the problem of 
transient heat conduction in a composite wall with constant properties; each eigenvalue is the same for all 
slabs in the wall. The case of an intermittent working of a furnace is considered with two types of wall. Those 
walls have the same overall thermal resistance and practically the same overall thermal capacitance. One of 
them is completely made of ceramic fibers. For each wall the influence of the arrangement of the different 
slabs between the hot and cold surfaces on the heat fluxes which pass through them is considered. It is said 

that the ceramic fibers wall is not the best to spare energy. 

THERMISCHE ANALYSE FUR EINE MEHRSCHICHTIGE WAND WOBEI EINE 
OBERFLACHE EINER SCHIESSCHARTENFCiRMIGEN VARIATION DER 

UMGEBUNGSTEMPERATUR UNTERLIEGT 

ZusammenfassungpEine analytische Methode [l] verbessert die Technik der Separation der Variablen, urn 
das Problem der transienten Warmeleitung in einkr zusammengesetzten Wand mit konstanten Eigenschaf- 
ten zu Risen. Dabei ist jeder Eigenwert fur alle Wandschichten der gleiche. Diese Wande haben denselben 
thermischen Widerstand und praktisch dieselbe Warmekapazitat. Eine Wand besteht vollstandig aus 
keramischen Fasern. Fur jede Wand wird der EinfluR der Anordnung der verschiedenen Schichten zwischen 
der heiben und der kalten Oberllhche aufden Warmestrom betrachtet. Die Wand aus kermischen Fasern ist 

angeblich nicht die beste zur Energieeinsparung. 

TEPMMqECKMfi AHAJIM3 COCTABHOfi CTEHKM HPM CKAHKOOGPA3HOM 
M3MEHEHWM TEMfIEPATYPbI OKPY-HCAIOIIIEti CPEAbI HA OflHOii M3 EE 

HOBEPXHOC’TEti 

AwoTawn --C nOMOUbm aHamTHYeCKOr0 MeTOLIa. npePnoxeHHoro B pa6oTe [l]. ycoaepmeucrao- 
aaua h4eronwxa pa3neneHm nepebfembrx npe perueyea sanawi HecTauuoHapHoG nepenaw Tenna 

TenJlOnpOBOnHOCTbH) B COCTaBHOfi CTeHKe C nOCTORHHb,MW Teu,TO@U3WWCKWMU CBO,kTBaM&S; Ka?NTOe 

CO6CTBeHHOe 3Ha'leHHe IlB.JlSleTCIl OLWiHaKOBbIM DJIR BCeX CJlOeB CTeHKI(. PaCCMaTpHBaeTCn CJIy'iafi 

pa6OTbI neYH B UHKJlWqeCKOM pe2WiMe C nBYMR THIIaMA CTCHOK, AMetOlIIWX OllRHaKOBOe CyMMapHOe 

TepMHYeCKOe COupOTHBJeHHe W npaKTH'teCKH T)' WZ CYMMapHYH) TenJOeMKOCTb. OnHa 113 CTCHOK 

ki3roToBneHa nonHocTbm ki3 KepamiqecKkix BonoKoH. Ann Kamnoro rnna crenok paccMaTpaBaeTcn 

BnmHHe B3amHoro pacnonomeHm cnoeB btew2y Harpeeaehfoii A xononHoR nosepxHocTnh4a Ha 

npoxonnuwA sepes HAX TennoaoE noToK. IloKa3aH0, 4To cTeHKa ~3 KepahwiecKux aonokou He 
RBJlfieTCR uas6onee BbIrOnHOti C TOYKR 3~HH5l3KOHOMAU WCprkiH. 


